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Анотація. В роботі досліджуються достатні умови існування періодичних розв'язків 
одного класу систем нелінійних диференціально-функціональних рівнянь з малим 
параметром ε, а також досліджуються їх властивості при ε→0. 

Ключові слова: диференціально-функціональні рівняння, відхилення аргумента.  
Abstract. The paper establishes sufficient conditions for the existence of periodic solutions for 

a class of systems of nonlinear functional-differential equations with a small parameter ε; also, the 
properties of these solutions as ε→0 is studies. 
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Вступ. 
Розглядається система нелінійних диференціально-функціональних 

рівнянь вигляду 

 ( ) ( )( )1 1( ) , ( ), ( , ( )) , , ( , ( )) ,k kx Ax t f t x t x t t x t x t t x tλ ψ λ ψ ε= + + +
 , (1) 

де i Nλ ∈ , 1,i k= ; ( , )t R∈ = −∞ +∞ ; ε — достатньо малий невід’ємний скалярний 

параметр ( 0[0; ]Iε ε∈ = , ε0 є достатньо малим); А – дійсна стала ( )n n× -матриця; 

: n n nf R R R I R× × × × → , : n
i R R Rψ × → , 1,i k= .  

Різні частинні випадки таких рівнянь досліджувались багатьма 
математиками i на даний час існує велика кількість результатів, одержаних при 
вивченні різних питань. У даній роботі досліджується питання про існування 
T -періодичних розв’язків системи рівнянь (1) та їхні властивості.  
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Основний текст. 
Нехай всі компоненти вектор-функції 0 1( , , , , , )kf t x x x ε  та функції ( , )i t xψ , 

1,i k= , є неперервними за всіма змінними i T -періодичними по t функціями, 
тобто  

( ) ( )( )1 1, ( ), ( , ( )) , , ( , ( )) ,k kf t T x t x t t x t x t t x tλ ψ λ ψ ε+ + + ≡

( ) ( )( )1 1, ( ), ( , ( )) , , ( , ( )) , ,k kf t x t x t t x t x t t x tλ ψ λ ψ ε≡ + +  

( , ( )) ( , ( ))i it T x t t x tψ ψ+ ≡ , 1,i k= ; 

та виконуються умови: 

0 1 0 1 1
0

| ( , , , , , ) ( , , , , , ) | ( | | | | )
k

k k i i
i

f t x x x f t x x x l t t x xε ε
=

− ≤ − + −∑ 

   

   

       
  , 

2| ( , ) ( , ) | ( | | | | )i it x t x l t t x xψ ψ− ≤ − + − 

 

   

    , 1,i k= , де ,t t R∈  ; , n
i ix x R∈  , 0,i k= ; 

, nx x R∈  ; 1 2,l l  – деякі додатні сталі. 

Припустимо, що власні значення ja , 1,j n= , матриці A задовольняють 

умову Re ( ) 0ja A ≠ , 1,j n= . Тоді існує неособлива матриця C, яка зводить 

матрицю A до вигляду 1
1 2( , )A C diag A A C−= , де 1 2, A A  – деякі сталі матриці 

розмірності p p×  i ( ) ( )n p n p− × − , власні значення яких задовольняють умову  

 1Re ( ) 0ja A <  при 1,...,j p= ,  2Re ( ) 0ja A >  при 1,..., , 0j p n p n= + < ≤ .    (2)  

Можна показати, що при ε = 0, виконуючи перетворення ( ) ( )x Ax t y t= + , 

система рівнянь (1) зводиться до наступної системи  

( )1 1 1 1( ) , ( ) ( ) , ( ) , ( ) ( ) ,...y t f t G t y d G t y t G t s y s ds dτ τ τ λ λ τ λτ ψ τ
+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

   
= − − + −       

∫ ∫ ∫   

 ( ), ( ) , ( ) ( ) ,0k k k kG t y t G t s y s ds dλ λ τ λ τ ψ τ
+∞ +∞

−∞ −∞

  
− + −        

∫ ∫ , (3) 

де  
1

2

1

1

( ,0) при 0,

(0, ) при 0
)

.
(

A t

A t
G

C diag e C t

C
t

diag e C t

−

−

= 


>

<−
 

Для системи рівнянь (3) має місце наступна теорема.  
Теорема 1. Нехай виконуються такі умови:   

1) iλ , 1,i k= , — натуральні числа;  
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2) всі власні значення ja , 1,j n= , матриці  A такі, що має місце умова (2), 

тобто існують сталі 0K >  i 0α >   такі, що | || ( ) | tG t Ke α−≤  при всіх 0t ≠ ;  

3) всі компоненти вектор-функції 0 1( , , , , ,0)kf t y y y  є неперервними за всіма 

змінними, T-періодичними по t функціями i max ( ,0, ,0,0)
t R

f t N
∈

≤ < +∞ ;  

4) функції ( , )i t yψ , 1,i k= , є неперервними за всіма змінними i T-

періодичними по t; 

5) 0 1 0 1 1
0

| ( , , , , ,0) ( , , , , ,0) | | | | |
k

k k i i
i

f t y y y f t y y y l t t y y
=

 − ≤ − + − 
 

∑ 

   

   

       
  ,  

( )2| ( , ) ( , ) | | | | |i it y t y l t t y yψ ψ− ≤ − + − 

 

   

    , 1,i k= , 

де ,t t R∈  , , n
i iy y R∈  , 0,i k= , , ny y R∈  , 1 20, 0l const l const= > = > ; 

6)  1 22 21 1 1Kl Kl lk
α α

  + + <    
,   1 2

2
1

2 2 21 1
k

i
i

l Kl Kl kKl lkl
l

λ
α α α=

  + + + + ≤  
  
∑ . 

Тоді існує єдиний неперервний T-періодичний розв’язок ( )tγ γ=  системи 

рівнянь (3), що задовольняє умову ( ) ( ) | |t t l t tγ γ− ≤ − 

    , де ,t t R∈  , 0l const= > . 

Таким чином, вектор-функція  

( ) ( ) ( )x t G t dτ γ τ τ
+∞

−∞

= −∫  

є єдиним неперервним T-періодичним розв’язком системи рівнянь (1), який 

задовольняє умову 2( ) ( ) | |Klx t x t t t
α

− ≤ − 

    , де ,t t R∈  ;  K, l, α  – деякі додатні 

сталі. 
Також можна показати, що при ε ≠ 0 за допомогою перетворень 

( ) ( ) ( )x t y t x t= +  та ( ) ( ) ( )y t Ay t z t= +  система рівнянь (1) зводиться до такої 

системи рівнянь 

( )1 1 1 1( ) , ( ) ( ) , ( ) , ( ) ( ) ,...z t t G t z d G t z v t G t s z s ds dϕ τ τ τ λ λ τ λτ τ
+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

   
= − − + −       

∫ ∫ ∫   

 ( ), ( ) , ( ) ( ) ,k k k kG t z v t G t s z s ds dλ λ τ λ τ τ ε
+∞ +∞

−∞ −∞

  
− + −        

∫ ∫ , (4) 

для якої має місце наступна теорема.  
Теорема 2. Нехай виконуються такі умови:   
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1) iλ , 1,i k= , — натуральні числа;  

2) всі власні значення ja , 1,j n= , матриці  A такі, що має місце умова (2), 

тобто існують сталі 0K >  i 0α >   такі, що | || ( ) | tG t Ke α−≤  при всіх 0t ≠ ;  

3) всі компоненти вектор-функції 0 1( , , , , , )kt y y yϕ ε  є неперервними за всіма 

змінними, T-періодичними по t функціями i ( ,0, ,0,0) 0tϕ ≡ , 

max ( ,0, ,0, )
t R

t Mϕ ε
∈

≤ < +∞ ;  

4) функції ( , )iv t y , 1,i k= , є неперервними за всіма змінними i T-періодичними 

по t; 

5)  0 1 0 1 1
0

| ( , , , , , ) ( , , , , , ) | | | | |
k

k k i i
i

t y y y t y y y l t t y yϕ ε ϕ ε
=

 − ≤ − + − 
 

∑ 

   

   

       
  ,  

( )2| ( , ) ( , ) | | | | |i iv t y v t y l t t y y− ≤ − + − 

 

   

    , 1,i k= , 

де ,t t R∈  , , n
i iy y R∈  , 0,i k= , , ny y R∈  , 1 20, 0l const l const= > = > ; 

6)  1 22 21 1 1Kl KLlk
α α

  + + <    
, 1 2

2
1

2 2 21 1
k

i
i

l KL KL kKLlkl
L

λ
α α α=

  + + + + ≤  
  
∑ . 

Тоді існує єдиний неперервний T-періодичний розв’язок ( , )tη η ε=  системи 

рівнянь (4), що задовольняє умови  

( , ) ( , ) | |t t L t tη ε η ε− ≤ − 

    , 
0

lim ( , ) 0t
ε

η ε
→

= , 

де , ,t t t R∈  , ( ) 0L L ε= > . 

Отже, вектор-функція  

( , ) ( ) ( , )y t G t t dε τ η ε τ
+∞

−∞

= − ⋅∫  

є єдиним неперервним на R T-періодичним розв’язком системи рівнянь (1) при 
ε ≠ 0, що задовольняє умови  

2( , ) ( , ) | |KLy t y t t tε ε
α

− ≤ − 

    , 
0

lim ( , ) 0y t
ε

ε
→

= , 

де ,t t R∈  ;  K, L, α  – деякі додатні сталі. 
Висновки.  
Таким чином, з теорем 1, 2 приходимо до висновку, що система рівнянь (1) 

має єдиний неперервний на R  T -періодичний розв’язок ˆ( , )x t ε  такий, що  
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ˆ( , ) ( , ) ( )x t y t x tε ε= + ,   

0
ˆlim ( , ) ( )x t x t

ε
ε

→
= , 

де ( )x t  − T -періодичний розв’язок системи рівнянь (1) при ε = 0, а ( , )y t ε  − T -

періодичний розв’язок системи рівнянь (1) при ε ≠ 0. 
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